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Platén, el filosofo griego que vivid en Atenas entre 429 y 347 AC, es decir
aproximadamente un siglo y medio posterior a Pitagoras, consideraba que las
proposiciones matematicas, aquellas que podian considerarse como verdades
irrefutables, habitaban un mundo diferente del de las cosas fisicas. Hoy podriamos
referirnos a ese mundo como el de las formas matematicas. Estructuras fisicas tales
como triangulos, esferas, cubos, tetraedros, etc. podrian aproximarse a aquellas formas
ideales muy ajustadamente, pero no de manera exacta o idéntica. Esto nos remite a la
vieja controversia sobre si ese mundo de formas matematicas existe realmente aunque
no forme parte de nuestro universo fisico. En otras palabras, cuando el matematico
encuentra una férmula para resolver un problema o propone un postulado, inventa
esa formula o ese postulado o lo descubre? Observemos que cuando nos referimos a
nuevas ideas matematicas, solemos referirnos a su descubrimiento més que a su
invencién, lo que sugiere que esas ideas ya existian antes de ser descubiertas. Mas alla
de esta controversia, es indudable que la idea que las formas matematicas, sean estas
de caracteristicas geométricas o abstractas, poseen una identidad, permanencia y
universalidad de las que otras ideas o conceptos en general carecen.

Quiero referirme aqui a una de esas ideas o conceptos que habitan ese mundo especial
de formas matematicas y que ha sido tan fértil para interpretar multiples aspectos de
nuestra realidad fisica mas fundamental, que si bien fue dada a luz por el genio de un
hombre, nos queda la conviccién que esa idea trasciende la imaginacién de quien la
formul6é y tiene una identidad propia tan poderosa que no podemos dejar de
considerarla como un “objeto” en ese mundo de formas abstractas.

Quien la concibié fue Joseph—Louis Lagrange, que vivié entre 1736 y 1813, nacido en
Turin, de ascendencia francesa e italiana, aunque predominantemente francesa y a
quien Napoleon Bonaparte consideré el matematico mas grande del siglo XVIII y a
quien le otorgara numerosas distinciones. Cabe consignar que Lagrange fue ante todo
un matematico teérico, no un gedémetra. Es asi que su inclinacién analitica se
manifiesta claramente en su obra maestra “Mécanique analytique’, que fue publicada
en Paris en 1788 cuando Lagrange tenia ya 52 anos. En el prefacio de esta obra podia
leerse “No se encontraran diagramas en esta obra’ poniendo de manifiesto su
inclinaciéon teérica no obstante que mas adelante expresa que la ciencia mecanica
podria considerarse como la geometria de un espacio de cuatro dimensiones, tres
espaciales y una temporal, adelantandose asi en més de un siglo al resurgimiento que
de este concepto hizo Alberto Einstein tan fértil empleo en 1905 con la formulacion de
su teoria especial de la relatividad.

El objeto matematico al cual me refiero es el Lagrangiano, que definido en su forma
mas general no es otra cosa que la diferencia entre la energia cinética de un sistema de
particulas y su energia potencial. Si como es habitual en la literatura técnica
designamos con 7'a la energia cinética del sistema y con V a su energia potencial, el
Lagrangiano, que denotaremos como Z, resulta



L=T-V

Recordemos que la energia cinética es la energia que el sistema de particulas posee
debido a su movimiento mientras que la energia potencial tiene que ver con su posicién
en un dado campo de fuerzas, por ejemplo en el campo gravitatorio terrestre.G

Ahora bien, la definiciéon de Lagrangiano no tendria mayor significacién sino fuese por
un principio de la naturaleza llamado Principio de Minima Accion que hoy constituye
la base conceptual de lo que se conoce como Calculo de Variaciones desarrollado por
Lagrange hacia 1760 y utilizado mas tarde hacia 1834 y 1835 por el matematico
irlandés William Rowan Hamilton para desarrollar las ecuaciones del movimiento de
un sistema de particulas que hoy llevan su nombre.

Aquel principio de la naturaleza tiene una historia curiosa. Se acredita su formulacion
al matematico y filésofo francés Pierre Louis Maupertius quien hizo referencia al
mismo entre 1744 y 1746. El matematico de origen suizo Leonard Euler también lo
discutié en 1744 y existe evidencia que 39 afios antes el matematico y filésofo aleman
Gottfried Wilhelm Leibnitz ya lo habia considerado. Podemos remitirnos a
antecedentes mas remotos si tenemos en cuenta que Euclides y méas tarde Heron de
Alejandria hicieron una aplicacién del mismo a la éptica como lo hizo Pierre de Fermat
en el siglo XVII cuando expres6 que la luz viaja entre dos puntos empleando siempre el
camino que demanda el minimo tiempo. El principio de minima accién es un caso
particular de una formulacién mas general que dice que cuando un sistema de
particulas evoluciona bajo la accién de un sistema de fuerzas entre un instante £; y un
Instante zz, lo hace siempre de modo que la expresion
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es un extremo, es decir un maximo o un minimo, donde L es el Lagrangiano al que
hemos hecho referencia mas arriba. Este principio se conoce como Principio de
Hamilton y el valor [es lo que se denomina Accion y nos dice que de todas las posibles
trayectorias que el sistema podria describir desde su posicién en el instante £; hasta su
posicion en el instante zz describira aquella para la cual la Integral 7/ es un maximo o
un minimo.

Lo mas notable de este principio es que del mismo surgen, mediante la aplicacién del
calculo variacional, las ecuaciones del movimiento de un sistema de particulas en una
forma abstracta pero particularmente util para el estudio de sistemas conservativos,
es decir sistemas en lo que no hay mecanismos de disipacion de energia tales como
friccién, deformacién plastica, etc. Estas ecuaciones se conocen como ecuaciones de
Lagrange. De hecho, la segunda ecuacién del movimiento de Newton esta contenida en
aquellas y puede obtenerse a partir de las mismas.



Observemos el rol fundamental que el Lagrangiano juega en todo esto. La “magia” de
este objeto matematico nos sorprende y deslumbra cuando advertimos que a partir de
él podemos deducir principios universales del comportamiento de los sistemas fisicos
cualquiera sea su naturaleza, desde sistemas de particulas newtonianas, sistemas de
particulas cargadas en campos electromagnéticos o sistemas de particulas elementales
en campos de fuerza nucleares o electro-débiles. Esta aptitud del Lagrangiano radica
en la relacidén que existe entre invariancias que la estructura matematica del
Lagrangiano puede exhibir frente a cambios en algunas de las variables que
intervienen en su definicién y simetrias que los sistemas fisicos pueden obedecer.

Existen tres teoremas fundamentales relacionados con estos conceptos. El primero nos
dice que si el Lagrangiano de un sistema es invariante, es decir conserva su estructura
matematica frente a traslaciones en el espacio segiin una dada direccién, esto implica
que la cantidad de movimiento del sistema se conserva segin esa direccién. El segundo
teorema nos dice que si el Lagrangiano es invariante frente a rotaciones en el espacio
alrededor de un eje, lo que se conserva es el momento cinético del sistema segtn dicho
eje y finalmente que si el Lagrangiano es invariante en el tiempo lo que se conserva es
la energia total del sistema. En otras palabras, los tres teoremas de conservacion de la
mecanica clasica newtoniana estan estrechamente vinculados a las simetrias de un
sistema. En efecto, si por ejemplo un sistema exhibe simetria esférica, el segundo
teorema mencionado nos dice que el sistema que el momento cinético se conserva para
cualquier direccion del espacio y lo correspondiente cabe decir para simetrias frente a
traslaciones en el espacio o en el tiempo.

Cabe destacar lo ya mencionado que estas relaciones entre simetrias y magnitudes
conservadas desbordan la mecanica de los sistemas newtonianos y constituyen un
poderoso instrumento para el estudio de sistemas de la mas diversa naturaleza. De
hecho, las asi llamadas teorias de gauge, de las cuales la electrodinamica cuantica es
la mas paradigmatica y el molde en que se han fundido luego las otras teorias de la
fisica de particulas elementales, se basan precisamente en las simetrias que los
distintos sistemas exhiben frente a las transformaciones de gauge que no son en
ultima instancia méas que desplazamientos en alguno de sus parametros lo que nos
habla de la potencia y la estética notable que posee este maravilloso objeto matematico
llamado Lagrangiano.

Senialemos para finalizar que el Lagrangiano constituye un concepto de gran
1importancia en el estudio de fenémenos tan extranos a nuestra intuicién fisica como el
mecanismo de Higgs que provee de masa a las particulas elementales y que en esencia
tiene que ver con una ruptura espontanea de simetrias. Que estos objetos matematicos
nos describan de forma tan precisa y elegante la realidad fisica mas profunda, no es
una poderosa sugerencia que ya estaban “ahi” antes de ser descubiertos?
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